
0.1 Smooth manifold

Definition 0.1.1

U ⊂ Rm : open、r = 0に対し、f : U −→ Rが Cr 級関数であるとは、f の 1階から r階まで

の偏導関数が存在し、f も含めそれらがすべて U 上で連続の時を示す。また、すべての rについ

て Cr 級であるとき、f を C∞級関数と呼ぶ。ちなみに、ただの連続写像ならば C0級ということ

になる。

U ⊂ Rm , V ⊂ Rn : openとし、f : U −→ V が Cr-mapとは、f の成分表示、

f = (f1, f2, · · · , fn)

ですべての fi(= pri ◦ f)が U 上の Cr 級関数であるときを言う。

f : U −→ V : Cr-mapに対し、g : V −→ U : Cr-mapが存在し、g ◦ f = 1 , f ◦ g = 1 を満た
すとき、f は Cr diffeomorphismという。C0-diffeomorphism=homeomorphismである。

Definition 0.1.2

空間X をその開集合 U に対し、Rm の開集合 V への homeomorphism

ϕ : U
∼=−→ U ′

を考えたとき、(U,ϕ)をX のm次元の局所座標系と呼ぶ。

Definition 0.1.3

r = 0または、∞とする。位相空間M とM の局所座標系の族、{(Uα, ϕα)}α∈A が与えられ次

の条件を満たすとき、M をm次元 Cr 級多様体と呼ぶ。

1. 　M : Haudorffで、M =
⋃

α∈A Uα

2. 　 Uα ∩ Uβ 6= φである任意の α, β ∈ Aに対し、座標変換と呼ばれる

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) −→ ϕβ(Uα ∩ Uβ)

が Cr-mapとなる。

Example 0.1.4

もちろん位相多様体で扱った例は C∞-manifoldになっている。特に座標近傍系は書かないが位
相多様体の時と同様に自然に定まる。

1. 　Rm はm次元 C∞-manifold

2. 　 Sm はm次元 C∞-manifold

3. 　M, N をそれぞれm次元Cr-manifoldと、n次元Cr-manifoldeとすると、M×N は n+m

次元 Cr-manifoldである。特にm次元トーラスはm次元 C∞-manifold

4. 　RPm はm次元 C∞-manifold
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5. 　M をm次元 Cr-manifoldとすると、U ⊂ M : openはm次元 Cr-manifold

Cr-manifoldは空間と座標近傍系の pairにより構成される。つまり、空間が同じだとしても座
標近傍系の取り方により、違った多様体ができる。そのことについて少し。

Definition 0.1.5

m次元 Cr 級多様体の２つの座標近傍系、S = {Uα, ϕα}α∈A , T = {Vβ , ψβ}β∈B が同値である

とは、S ∪ T がまた、M 上の Cr 級座標近傍系となることである。

つまり、Sの局所座標から、T の局所座標への座標変換も Cr-mapになるということを意味して
いる。

Remmark 0.1.6

上記の relationは同値関係となり、この同値関係で割ったものを多様体と考える。これは、同値
な座標近傍系の取り方によらないものを多様体の性質と考えたいからである。これから考える様々

な多様体の概念は座標近傍系に取り方によらないことは省略する。

Definition 0.1.7

M をm次元 Cr-manifoldとし、M 上の関数 f : M −→ Rが Cs-functionであるとは、M の任

意の局所座標 (Uα, ϕα)に対し、
f ◦ ϕ−1

α : U ′
α −→ R

が Cs-functionであるときのことを指す。

Example 0.1.8

m = 0で、1 5 k 5 m + 1に対し、hk = prk : Sm −→ Rは Sm 上の C∞-functionである。これ
を hight functionと呼ぶ。

Definition 0.1.9

M, N をそれぞれ、m 次元、n 次元の Cr-manifold とし、0 5 s 5 r 5 ∞ に対し、連続写像
f : M −→ N が点 p ∈ M において、Cs-mapとは、p ∈ U、f(p) ∈ V となるM, N の座標近傍

(U,ϕ) , (V, ψ)が存在し、

1. 　 f(U) ⊂ V

2. 　 ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : U ′ −→ V ′ が Cs-map

を満たすことを言う。また、任意の p ∈ M で f が Cs-mapのとき、単に f は Cs-mapと呼ぶ。

Example 0.1.10

1. 　２つの Cs-mapの合成は Cs-mapである。

2. 　 Cs-function M −→ Rは Cs-map

3. 　 Cr-manifold M の sub manifoldからの inclusionは Cr-map
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4. 　 projection Sm −→ RPm は C∞-map

5. 　M, NをともにCr-manifoldとしその積多様体からのprojection M×N −→ M , M×N −→
N はともに Cr-map

Definition 0.1.11

M, NをCr-manifoldとする。このとき、f : M −→ NがCs-diffeomorphismとは、f : M −→ N

が Cs-mapで、g : N −→ M : Cs-mapが存在し、g ◦ f = 1 , f ◦ g = 1を満たすことである。

Definition 0.1.12

Cr,s を Cr-manifoldと Cs-mapのなす categoryとする。特に、C∞,∞ = C∞ とかく。
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